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Interpolarea si aproximarea functiilor

" Interpolarea sau aproximarea functiilor de o singura variabila reprezinta o operatie
de aproximare care se realizeaza atunci cand:

» functia este cunoscuta, dar are o forma complicata, dificil de manipulat in
calcule (operatii de derivare, integrare, etc.)

» functia nu este complet cunoscuta, fiind date numai valorile ei pe o multime
discreta, si finita de puncte.

" Interpolarea unui set de date inseamna gasirea unei functii care sa treaca prin
punctele multimii de date

= Aproximarea (regresia) setului de date, adica gasirea unei functii care sa treaca
printre punctele multimii de date
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Interpolarea si aproximarea functiilor

& Date
Interpolare | 1

= Daca setul de date are multe o

puncte, rezultatul interpolarii poate
reprezenta o functie cu multe
oscilatii
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= Se considera: [a, b] intervalul Tn
care sunt cunoscute valorile
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functiei si x; € [a, b],i = 1,n,n € N puncte (noduri) in care este cunoscuta
functia (functia de aproximat)
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Interpolarea si aproximarea functiilor

" y; = f(x;),i € 1, N sunt valorile date ale functiei in noduri
" g(x) este functia cu care vrem sa aproximam f(x) pe [a, b]

= Algoritmi pentru interpolarea unei functii date sub forma discreta:

» interpolarea polinomiala - atunci cand valorile functiei de
aproximare g(x) au aceleasi valori cu cele ale functiei de aproximat

f (x) In nodurile retelei x;:
g(x) =f(x),i=0,n

» aproximarea prin dezvoltarea in serii Fourier — atunci cand functia de
interpolat f(x) indeplineste conditiile lui Dirichlet: este periodica, are
un numar finit de puncte de discontinuitate si valori extreme finite

» aproximarea prin minimizarea abaterii maxime: atunci cand functia
de interpolat f(x) si functia de interpolare g(x) nu au aceleasi valori
in nodurile retelei.



Interpolarea si aproximarea functiilor

» aproximarea prin minimizarea abaterii maxime:

* minimizarea abaterii maxime dintre valorile celor doua functii calculata
pentru orice punct al intervalul considerat, adica:

max|f(x) — g(x)| = min, Vx € [a, b]

* minimizarea abaterii maxime dintre valorile celor doua functii calculate
intr-un numar finit de puncte al intervalul considerat:

Il
=

max|f(x;) — g(x;)| = min, i=0,n

» minimizarea sumei patratelor abaterilor (abaterii patratice medii):

* dintre valorile celor doua functii, calculate intr-un numar finit de puncte
din intervalul considerat

* atunci cand functia de interpolat f(x) si functia de interpolare g(x) nu au
aceleasi valori in nodurile retelei:

S = z[yl g(x)]? = min, i=0,n

* Se mai numegte si metoda celor mai mici patrate



Interpolarea Lagrange

Este posibila daca se cunosc trei puncte de interpolare

Punctele pot fi: (xq, o), (x1, V1), (x2,¥2)

Polinomul de interpolare de grad doi este: g(x) = ag + a;x + a,x>

Se obtine urmatorul sistem de trei ecuatii:
ay + xpaq + x3a, =y,
ap + x1a, + x3a; =y,
ap + x,a4 + x50, = y,
Solutia sistemului este:
a = YoX1X2(X2 — x1) + }’1x2x0(on — X2) + ¥2X0%1(X1 — Xo)
ol = x) + ya(xh — xB) + 20— 2D

a,

D
_ Yo(x2 —x1) + y1(xo — x2) + ¥2(x1 — Xo)
a, = D

lar D = (x1 — x¢)(x; — x1)(xp — x,) este determinantul sistemului



Interpolarea Lagrange

= Pentru determinarea polinomului de interpolare se considera:
q1(x) = (x — x2)(x — x3)
qz2(x) = (x — x1)(x — x3)
q3(x) = (x — x1)(x — x3)
= Se exprima polinomul g(x) ca o combinatie liniara a celor 3 polinoame:
gx)=a;-q1(x) +az-q2 (x) + az - q3 (x)
= Coeficientii se determina punand conditiile:

g(x1) =y, ay-qq (x1) =y, a; =y1/q1(x1)
gxz) =y, =21:a3-q; (x3) =y, =2 (az = y2/q2(x3)
g(x3) =y3 as - qz (x3) = y3 asz = y3/q3(x3)

= Deci rezulta:

3
q1(x) q2(x) q3(x) Z - q4i(x)

+ + = :
q1(x1) yz‘lz(xz) )’3q3(x3) ,-:1y qi(x;)

gx) =y,



Interpolarea Lagrange

= Expresia anterioara poate fi rescrisa astfel:

3 () [T7-1(x — ;)
. i Jj#Fi

9() = lZ : q:(x;) Z H] 1(x; — xj)
j#i

= Ultima expresie poate fi scrisa:

(x)_zy‘ nxi—x-

]-‘/—'l

si reprezinta formula de interpolare Lagrange pentru polinoame de ordinul Il

= Formula de interpolare Lagrange pentru polinoame de grad n este:

n+1 n+1
(x) E i
x: . ®
g Yi ¥
i=1 j=1
JES!



Eroarea de trunchiere

" Functia de interpolat f este continua si derivabila de un numar finit
de ori, se poate obtine o eroare de interpolare (trunchiere):

e(x) = f(x) — g(x)

= Eroarea de interpolare este nula in nodurile de interpolare:

e(x;) =0, i=0n

= Consideram o margine M,,.; a derivatei de ordinul (n+ 1) alui f:
™V (x)| <My,  (V)x € [a, b]

= Eroarea de interpolare este marginita de:
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Aproximarea functiilor prin regresii: MCMMP %

= este utilizata mai ales in cazul prelucrarii datelor experimentale

= Se cauta o functie de aproximare g(x), numita functie de regresie,
care sa aproximeze functia data prin minimizarea expresiei:

S = z — g(x)]? = min, i=0,n

= Se alege g(x) intr-o maniera convenabila:
» Polinomiala
» Exponentiala

> Geometrica
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Aproximarea functiilor prin regresii: MCMMP

1. Regresie polinomiala

= Se alege g(x) intr-o maniera convenabila:
m

g(x) = z agr(x), k=1m

k=1

unde: - g(x) este o functie polinomiala de aproximare,
- a;, reprezinta coeficientii regresiel,

- g1 (x) sunt un set de functii liniar independente

vy A “ 4
O o 5 H 4
oy k) |
1)

0 =a  x X3 X x,=bh X




Aproximarea functiilor prin regresii: MCMMP

= Minimizarea expresiei presupune anularea derivatelor partiale ale lui S in

raport cu coeficientii regresiei a;:
n

s 0 Z
aak_aak_
i=1

m
yYi— Z akgk(xi)] =0, k=1m
k=1

= Pentru cazul particular g, (x) = x*¥1, k = 1,m avem

n
0 2
Z[}’i—al—azxi—agx%—---—amx’i"‘l] =0, k=1m
aak (
i=1
= Expresia este echivalenta cu sistemul:
n
2 -1),k-1 _
E(J’i — @y — @pX; — Azx; — - — A X)X =0
i=1
()
n n n n
(Z x%‘_1> a, + (Z x{‘) a, + -+ (Z xﬁ”'n_z) a,, = Z xk-1y,
i=1 i=1 i=1 i=1 13



Aproximarea functiilor prin regresii: MCMMP

= Pentru diferite valori ale lui m avem: (leﬁ“l)“ﬁ(fo‘)“z+"'+<Z"5‘+"'_2)“m=izx5‘_1yi

» m=1, g,(x) =1 avem o dreapta paralela cu Ox pentru aproximare:
gx) = a4
Coeficientul regresiei se determina:

n

5 _ 0 (N at) =2 Y-l 0= a =LY
6a1_6a1 i—1yi a; = Yi—a] = a1—ni_1}’i

i=1

> m=2,g,(x)=1,9,(x) = x avem o dreapta de regresie pentru

aproximare:
gx)=a;+a,-x

Coeficientii a, si a, se obtin din sistemul:

na; + QL x)az = X1 Yi
2
Qiz1x)a; + (Z?ﬂ xi)az = Yit1YiX; 14



Aproximarea functiilor prin regresii: MCMMP

= Pentru diferite valori ale lui m avem: (Z"?*)“ﬁ(fo)“z+"'+(Z"5‘+’"_z)“m:Z"f_lyi

i=1 i=1 i=1 i=1

» Pentrum =3, g,(x) =1, g,(x) = x si g3(x) = x? avem o parabola de
regresie:

g(x) = a; + a,x + azx?

Coeficientii a,, a, si a3 se obtin din sistemul:

( n n n
na, + (Z x,-) a, + (2 xf) as = Zyi
i=1 i=1 i=1
n n n n
$ (Z x,-) a; + lez> a, + (2 xf) as = Zyixi
im1 i=1 im1 im1
n n n n
(Z xf) a; + (Z xf) a, + (Z x?) as = Z y,-xlz
\i=1 i=1 i=1 im1

= Pentru valori mai mari ale lui m se generalizeaza expresia anterioara
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Exemplu

= Sa se determine dreapta si parabola de regresie care aproximeaza

valorile functiei ce trece prin punctele:
Al(ll _1); AZ(Z; 0)) A3(3; 3)) A4(4l 3)) A5(5 4)

» Dreapta de regresie: a;si a, se obtin din: na1+< ) Zl

{ 5a; +15a; =9 (i ) 12 ) 2= e

~ 115a, + 55a, = 40 i

* Rezulta a; = -2.1, a, =1.3.Decig(x) =1.3x—-2.1,5=1,9

» Parabola de regresie: naﬁ(ixi)aﬁ(ix%)aﬁiyi
5a, + 15a, + 55a; = 9 m x_>a = x2>a < n x3>a R N
15a, + 55a, + 225a; = 40 (2 +(Z w ) g
55611 + 225a2 + 979a3 =174 <Zx§>a1+(2x?>az+<zx§>a3=Z}’ixz?
o 18 181 3 B - - -
Rezulta a, = —?, a, = W,ag = —E
g(x)———+ﬁx—ix lar § = 1,26 16
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Aproximarea functiilor prin regresii: MCMMP

2. Regresie exponentiala

= Se alege g(x) intr-o maniera convenabila:

unde: a si b reprezinta coeficientii regresiei

A

glx) =a-b*

Se logaritmeaza expresia g(x) astfel avem: Ing(x) =lna+ x-Inb

Notam A = Ina si B = Inb (la final facem operatia inversa: a = e4, b = e”)

Coeficientii A si B se obtin din rezolvarea sistemului

(

aS_O
0A
aS_O
0B

\

= 1

(n
z(lnyi —A— Bxi) =0
i=1

n
z(lnyi — A - Bxl-)xl- =0
\i=1

< <
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Aproximarea functiilor prin regresii: MCMMP

3. Regresie geometrica

= Se alege g(x) intr-o maniera convenabila:

gx) =a-x°

unde: a si b reprezinta coeficientii regresiei
= Se logaritmeaza expresia g(x) astfel avem: Ing(x) =lna+ b-Inx
= Notam A = In a (la final facem operatia inversa: a = e4)

= Coeficientii A si B se obtin din rezolvarea sistemului

( ( ( n n
n-A+b-Zlnxi=Zlnyi
i=1 i=1

n
s _ . D ny—A-b-Inx) =0
0A i=1
n n n
o8 0 Z(lnyi—A—b-lnxi)-lnxi=O A~Zlnxi+b'zln2xi=Zlnxi’ln%‘
\ Li=1 . i=1 i=1 i=1

18



Contact:
Email: gigel.macesanu@unitbv.ro
Web: rovis.unitbv.ro

19



